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3 次元電磁カスケード理論  
A 近似エネルギー流ラテラル分布関数の計算 
Ⅰ. 拡散方程式の解－鈴木‐Trotter 公式を用いて－ 
 
                        新 居 誠 彦※ 
A Calculation of Energy-flow Lateral Distribution Function under Approximation A  
in Three Dimensional Electron-Photon Cascade Theory. 
Ⅰ. Apprication of Suzuki-Trotter Formula to Solve the Landau’s Basic Equation. 
 
                                         NII Nobuhiko 
Abstract 
We calculate the energy-flow lateral distribution function under Approximation A in the three-dimensional 
cascade theory. First, by using Suzuki-Trotter formula, we solve the three-dimensional diffusion equation 
(Landau’s basic equation). 
Keywords : three-dimensional cascade theory, Landaus’ basic equation, energy-flow lateral distribution function, 
Approximation A, Suzuki-Trotter formula. 
 
 
１.  はじめに 
電磁カスケード理論における 3 次元理論拡散
方程式が LANDAU と RUMER 1) によって提唱
された。その解を基にして各種の物理量（電子・
光子の角分布や粒子数のラテラル分布，エネルギ
ー流のラテラル分布など）が計算できる。西村は
方程式の無限級数解を得た。2) その次の段階で解
をハンケル変換する計算が必要となる。しかしそ
の値は恒等的にゼロになり有意義な結果が導か
れない。この困難を克服するため複素平面上で計
算する解析接続の方法を西村は提案した。2) と
ころがその定式化の過程で現れる 2 重の複素ガ
ンマ関数が処理されず，それ以降の計算が数式の
ままで留まっている。エネルギー流ラテラル分布
関数や平均エネルギーラテラル分布関数の数式
も未完の状態である。 
われわれはこうした状況を前に進めたい。まず
A 近似理論において次の各段階を辿りながら西
村の計算を完成させる。そして結果を図示する。 
(1) 3 次元拡散方程式を行列形式で解く。無限級
数解     0 0, , , , , , ,f Z E x t g Z E x t を得る。 
(2) 無限級数解を Dirichlet 級数に変換する。そ
のハンケル変換は有意義な結果を導き，電子成分
ラテラル分布関数微分スペクトルが計算できる。
     2 0 0 0
0
, , , , , , 2 .E E r t J rx f E E x t xdx 

 
(3) ラテラル分布関数積分スペクトルを求める。
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   
0
2 0 2 0, , , , , , .
E
E
E E r t E E r t dE    
(4) 電子成分のエネルギー流ラテラル分布関数
積分スペクトルを計算する。 
   
0
0 2 0, , , , , , .
E
E E
E E r t E E E r t dE    
(5) 単位電子の平均エネルギーラテラル分布関
数を計算する。 
     0 0 2 0, , , , , , , , , .E Ee E E r t E E r t E E r t 
(6) 各々の結果をグラフに示す。 
 当論文は 6 つの稿からなる。 
第Ⅰ稿（本稿）で 3 次元 A 近似拡散方程式を鈴
木-Trotter 公式を用いて解く。 
第Ⅱ稿で，第Ⅰ稿に現れた漸化式の簡単な計算方
法を提案する。 
第Ⅲ稿で電子数ラテラル分布関数積分スペクト
ル  2 0 , , ,E E r t を計算する。平均エネルギー
のラテラル分布を計算するときに必要になる。 
第Ⅳ稿で電子のエネルギー流ラテラル分布関数
積分スペクトル  0 , , ,E E E r t と平均エネルギ
ーのラテラル分布関数 0( , , , )Ee E E r t を計算する。
第Ⅴ稿で西村の提案した解析接続の方法を用い
て 2 ， E を計算する。そこでは 2 重の複素ガ
ンマ関数を適切に処理する。 
第Ⅵ稿に 2 , ,E Ee  のグラフを示す。  
 
2.  3 次元拡散方程式 
LANDAU- RUMER による 3 次元拡散方程式 1) 
は行列形式で次のように表される。 
0
22
2
1 0 0
.
0 0 4 0 0
{
}s
A B
Ct r
E
E E







     
             
    
      
     
 
ここでE は粒子（電子，光子）のエネルギー，
は電子の電離損失を表す。対象にするエネルギー
が大きい場合  E は上式の電離損失演算子
E   を無視することができる。低いエネルギ
ーまで対象にする場合  0 E  
￣
にはこの項が
必要である。電離損失を考慮する理論は B 近似
理論，考慮しない理論はA近似理論と呼ばれる。 
 
2.1. A 近似拡散方程式 
B 近似理論の扱いは A 近似理論より複雑とな
るため，当論文では A 近似理論をまず対象にす
る。※） このとき拡散方程式は次のようになる。 
22
2
0
0
.
4 0 0
{ }s
t r
A B E
C E





 
   
    
   
       
            
 
 0 , , , ,Z E r t drd dE   は，入射エネルギー 0Z
の粒子（電子または光子）が創る電子のうち，深
さt において変位が(r ~r dr )・偏角が( ~ 
d  )・ネルギーが(E ~E dE )の電子数を表
す。  0 , , , ,Z E r t drd dE   は光子数。入射エ
ネルギーは， 0 0Z E が電子の場合， 0 0Z W が
光子の場合を表す。 2 は角に関するラプラシア
ン； 2 2 2 2 21 2         ． 
21sE  MeVは散乱エネルギー， ,A B  は
それぞれ輻射，対創生による電子数の変化を表す
カスケード演算子，C  は輻射よる光子数の変
化を表すカスケード演算子， 0  は対創生によ
る光子の吸収を表す 0 0.7733  。 
 
 
 
 
(2.1) 
(2.2) 
 
※）B 近似のエネルギー流ラテラル分布関数の計
算は別の機会に示す。 
------------------------------------
---- 
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2.2. フーリエ変換 
,  をフーリエ変換すれば
2
 の演算が実行
できる。 
 
 
0
0
, , , , e
, , , , ,
ir x iZ E r t drd
f Z E x t
   

 
  
 

 
 
 
 
0
0
, , , , e
, , , ,
ir x iZ E r t drd
g Z E x t
   

 
  
 

   
と記すと， 
2 2
2
0
1 0
.
0 04
{ }s
f
x
gt
A B fE
C gE



   
    
   
      
            
 
 
3.  角分布関数，ラテラル分布関数 
角分布関数  1 0 , , ,Z E t  ，ラテラル分布関数
 2 0 , , ,Z E r t は各々， 
   1 0 0, , , , , , , ,Z E t Z E r t dr      
   2 0 0, , , , , , ,Z E r t Z E r t d      
によって得られる。 
 0 , , , ,Z E r t  はフーリエ逆変換から 
 
 
0
02
, , , ,
1
, , , , e .
4
ir x i
Z E r t
f E E x t dxd 
 
 

     
 
よって，ラテラル分布関数は 
 
 
2 0 2
0
1
, , ,
4
, , , , e .ir x i
Z E r t
d f E E x t dxd 


     

  
 
然るに， 
         
1 1 2 2
1 2
2 2
1 2
e e
2 2 .
i ii d d d       
       
 
  
 

 
  
 
よって， 
 
   
 
 
2 0
0
0
2
cos
0
0 0
, , ,
, , , , e
, , ,0, e
, , ,0, e .
ir x i
ir x
irx
Z E r t
f Z E x t dx d
f Z E x t dx
f E E x t xdxd
 



   

   
 





 

 
 
補遺に示すように 
2
cos
0
0
e 2 ( )irx d J rx

     
は(0 次の)ベッセル関数 2) である。ゆえに 
 
   
2 0
0 0
0
, , ,
, , ,0, 2 .
Z E r t
f Z E x t J rx xdx



 
 
同様にして角分布関数は， 
 
   
1 0
0 0
0
, , ,
, ,0, , 2 .
Z E t
f Z E t J d

 
 
   
 
角分布関数  1 0 , , ,Z E t  を求めるのに必要な
 0 , ,0, ,f Z E t は(2.5)で 0x  とおいた方程式
から得られる。一方，ラテラル分布関数を得るの
に必要な  0 , , ,0,f Z E x t は(2.5)において 0 
と置いて求めることができない。x f   とい
う微分項が存在するからである。この項を消去す
る変換を次節で考察する。 
 
4.  方程式(2.5)の変換 
 (2.5)左辺の演算子 t x      を， の微分
を消去した形の演算子 t  に変換する 1次変換
を考える。先ず，互いに独立である とx を平行 
にとり，x   ,0 ,x  ,0  とする。このとき 
  
(2.3) 
(2.4) 
(2.5) 
(3.1) 
(3.2) 
(3.3) 
(3.4) 
(3.5) 
(3.6) 
(3.7) 
(3.8) 
2.2. フーリエ変換 
 
※）係数を除いた(3.7),(3.8)の積分変換を 
   ,f x f  に対する（0 次の）ハンケル変換と呼ぶ。 
------------------------------------------ 
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.x x
 
 
   
 
  
次に，
t t
A
 
   
      
，
11 12
21 22
a a
A
a a
 
  
 
とおく。
t

  
 
  
.t
t
A

  
   
 よって， 
   11 12 21 22 .x a xa a xat t 
   
    
    
 
ここで t x t         ，t t  を要請する
と
11 12 21 221, 0,a a a xa   ．任意の 22a  0 は
簡単のため 1 にとる（こうしても一般性は失われ
ない）。 
1 0
1
t t
x 
    
        
より 
1
1 0 1 0
.
1 1
t t t
x x  

         
                  
 
よって .xt     ベクトル はベクトルx と
同じ方向をもつから  も同様。よってスカラー
 を用いて x   とおくことができる。
 t x     と表されるので方程式(2.5)は次式
に変換される（t を単にtと記す）； 
 
0
2 2
2
2
1 0
.
0 04
{
}s
A Bf
Cgt
fE x
t
gE


   
         
   
     
   
 
(2.5)から微分項x f   を消去した表式(4.1)
が得られた。よってラテラル分布関数はこの解か
ら次のように求められる。 
 
 
   
2 0
0 0
00
, , ,
lim , , , , 2 .
t
Z E r t
f Z E x t t J rx xdx


 

 
 
 
 
5.  A 近似拡散方程式の解 
5.1.  メリン変換 
拡散方程式をメリン変換 3) するとカスケード
演算子 , ,A B C   の演算が実行できる。E の関
数  k E のメリン変換はs を複素数として次式
で定義される。 
   
0
.sk s E k E dE

 M  
逆変換は 
   1
1
.
2
s
kk E E s dsi
  c M  
カスケード演算子について 
     
0
( ) ,s fE A f E dE A s s

   M  
      
0
,s gE B g E dE B s s

  M       (5.1.2) 
     
0
s
fE C f E dE C s s

  M         (5.1.3) 
が成り立つ。2),3) 
 
 
0
0
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, , , , ,
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E f Z E x t t dE
Z s x t t

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

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 
 
0
0
0
, , , ,
, , , ,
s
g
E g Z E x t t dE
Z s x t t




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
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とおく。ここで 0 0Z E （電子入射の場合），
0 0Z W （電子入射の場合）を表す。 
 0 , , , , ,f Z s x t t M  0 , , , ,g Z s x t t M  
を  ,f s tM ，  ,g s tM と略記する。 
 
 
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,
f
g
s t
s tt
 
    
M
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s tC s
s t
E x t
s t


  
      
  
         
M
M
M
M
 
光子成分は散乱を受けないので右辺第 2 項第 2
成分は  ,g s tM であるが，電子成分に揃えて見
(4.1) 
(4.2) 
(5.1.1) 
(5.2) 
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やすくし  2,g s tM と記す。散乱の影響がない
のでこのように表記しても支障がない。 
 
5.2.  差分演算子とずらし演算子 
ここで差分演算子を導入する。 
     2f s f s f s    ．              (5.3) 
このとき 
     1 2 ,f s f s                  (5.4.1) 
     1 2 , 1,2 ,3, .
n
f s f s n n     (5.4.2) 
と表されるので1  を“ずらし演算子”とここ
では呼ぶ。これを用いると， 
 
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 
 
 
2 , ,
1 .
2 , ,
nf f
g g
s n t s t
s n t s t

   
          
M M
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    (5.5) 
よって 
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   
 
   
 
 
0
2 2
2
,
{
,
,1 0
1 } .
,0 04
f
g
fs
g
s t A s B s
s t C st
s tE x
t
s t

 
   
        
  
       
   
M
M
M
M
  
ここで略記を導入し， 
   
 
 
0
,
A s B s
P s
C s 
 
 
 
               (5.7) 
   
22 2
1 01
, ,
0 04
sE x t R x t
 
   
 
      (5.8) 
 
 
 
,
,
,
f
g
s t
s t
s t
 
  
 
M
M
M
                  (5.9) 
と表すと， 
 
       
,
{ 1 , , .
s t
t
P s R x t s t


  
M
}M
 
行列  P s と  ,R x t は非可換である： 
       , ,P s R x t R x t P s ．          (5.11) 
 
5.3.  鈴木-Trotter 公式の適用 
非可換行列を含む(5.10)の解は鈴木- 
Trotter 公式 4),5) を用いて表される： 
   , lim , ,n
n
s t s t

M M                (5.12) 
 
        1 , 0
0
,
e e ,k
n
n
R x t t P s t
k
s t
s  

  
M
M
 
, ,kt t n t k t      0 ,0s sM M ． 
初期条件を入射エネルギーが夫々
0 ,E 0W の電子，
光子の同時入射であるとすると， 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
.
s
s
s
E E
s E dE
E W
E
W


  
  
 
 
  
 
M
 
(5.13)のはじめの指数行列を展開する。 
   
     
1 ,
2
e
1 , .
kR x t t
kU R x t t o t
 
  

   
 
このとき  ,n s tM の行列部分は： 
          
0
e e , 1 ek k
n
P s t P s t t P s t
k
k
R x t t 

 
      
        
0
0
e , 1
e , 1 e .
k
k
n
P s t t
k
k
k
P s t t P s t
R x t t
R x t t
 
 




 
  


 
極限(n )をとれば和は積分に移行する。 
上式第 2 項＝ 
        
0
lim e , 1 ek k
n
P s t t P s t
k
n
k
R x t t 


 
        
0
e , 1 e ,
t P s t t P s tR x t dt       
第 3 項＝ 
      
0
lim e , 1k
n
P s t t
k
n
k
R x t t 


   
        
0
e , 1 ek
k
P s t t P s tR x t t 

 
(5.10) 
(5.13) 
(5.15) 
(5.14) 
(5.6) 
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      
        
0
0
e , 1
e , 1 e ,
t P s t t
t P s t t P s t
R x t dt
R x t dt



   
  
  


 
以下同様。よって(5.13)は， 
第 1 項    0e ,
P s t s M  
第 2 項= 
        2 0
0
e , e 2 ,
t P s t t P s tR x t dt s     M  
第 3 項＝ 
    
        
0
2 4
0
0
e ,
e , e 4 ,
t P s t t
t P s t t P s t
R x t dt
R x t dt s

     
 
  

 M
 
…． 
 
5.4. メリン逆変換と sの原点ずらし 
メリン逆変換を実行する。このとき積分路 c は
虚軸に平行にとる。3)  
第 1 項    03 1
1
e .
8
P s t
sc
ds
s
i E 
  M  
以下で  ,R x t を元の表記に戻す。 
0
1 0
0 0
Q
 
 
 
 
とおくと，    
2 2
2
0, .
4
sE xR x t t Q    
第 2 項= 
3 1
1
8 sc
ds
i E 
   
    
   
2 2
2
0
2
0 0
e
4
e 2 ,
t P s t ts
P s t
E x
t dt
Q s



 
    
 
 

M
 
第 3 項= 
    
2 2
2
3 1 0
1
e
8 4
t P s t t s
sc
E xds
t dt
i E




 
    
 
 
    
   
2 2
22
0
0
4
0 0
e
4
e 4 ,
t P s t t s
P s t
E x
Q t dt
Q s

   

 
    
 
 

….M
 
然るに複素変数s の原点を項別にずらしていく
ことができる。6)  第 2 項で 2s s  ，第 3 項で
4s s  ，…と，2 ずつ増やしていく。 
第 2 項＝ 
3 1
1
8 sc
ds
i E 
   
    
   
2 2
22
2 0
0 0
e
4
e ,
t P s t ts
P s t
E x
t dt
E
Q s

 

 
    
 


M
 
第 3 項＝ 
    
2
2 2
24
3 1 2 0
1
e
8 4
t P s t ts
sc
E xds
t dt
i E E


 

 
    
 
 
    
   
22
0
0
0 0
e
e , .
t P s t t
P s t
Q t dt
Q s

   

  


…M
 
ここで次の漸化式を導入する。 
 
    
1
2
0 0 0
0
, ,
2, , , ,
t
s t t
s t t t dt Q s t t
 
   

        
 
ただし      0 0, , , e .
P s ts t t s t      
    
 
2
2 0
0
0 1
, , 4,
, , , .
t
s t t s t t t dt
Q s t t
   
 
      
  

…
    
 
2
0
0
0 1
, , 2 ,
, , .
t
m
m
s t t s m t t t dt
Q s t t
   
 
      
  

 
第 1m  項＝ 
   
2 2
03 1 2
1
, , ,
8 4
m
s
msc
E xds
s t t s
i E E
 
 
 
   
 
 M  
ゆえに 
(5.16) 
(5.17) 
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 
 
 
0
3
0
2 2
0
1 2
0 0
, , , 1
, , , 8
, ,
4
m s
s
ms sc
m
f Z E x t
g Z E x t i
EE xds
s t
E E W





 
 
 
  
    
   

 
 
 
 
0
, lim , , ,m m
t
s t s t t

  
 
   
     0 0, , , e .
P s ts t t s t      
 
e
P s t a b
c d
 
 
 
 
と表すと各成分は次のようになる。 
       
      
      
       
1 2
1 2
1 2
1 2
1 2
2 1
e e ,
e e ,
e e ,
e e .
s t s t
s t s t
s t s t
s t s t
a H s H s
b sM s
L s
c
s
d H s H s
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(5.21)の計算は紙数の都合で第Ⅱ稿の補遺Ⅱに
示す。漸化式(5.17)の計算は第Ⅱ稿で行う。 
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補 遺 フーリエ逆変換とハンケル変換 
  次のフーリエ逆変換を計算する。 
  e ,
cos , .
ir xA f x dx
r x rx dx xdxd 
 
  
   ｝       (A1) 
   
2
cos
0 0
e e .ir x irxf x dx f x xdx d

 

      
 
2 2
cos
0 0
0
1
e cos ,
!
kirx k
k
d irx d
k
 
   



  
 
1
cos e e ,
2
i i     
   2
0
1 1
cos e e e .
2 2
k k
i k jk i i
k
j
k
j
 


  
     
   
   
然るに 
 2 2
,2
0
e 2 .
i k j
k jd
 
 


    ,2
0
0 0
1 1
2 .
! 2
k
k
k jk
k j
k
A f x xdx irx
jk
 

 
 
   
 
  
和の順序を入れ替えると， 
  ,2
0
1 1
! 2
k
k jk
j k j
k
irx
jk

 
 
 
  
 
  となる。 
2k j寄与があるのは の場合のみ。よって
 
 
 
 
2
20
0
2 2
20
0
21 1
2
2 ! 2
1
2 .
! 4
j
j
j
j
j
j
A f x xdx irx
jj
r x
f x xdx
j






 
   
 
 
  
 


 
然るに
2 2
2
0
1
! 4
j
j
r x
j


 
 
 
 は 0 次のベッセル関数
の級数表示 7) そのものである。ゆえに， 
   0
0
2 .A f x J rx xdx

                (A2) 
フーリエ逆変換(A1)はハンケル変換(A2)に帰着
する。 
 
 
 
(5.18) 
(5.19) 
(5.21) 
(5.20) 
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